Le mur infini – version 1-
On imagine un mur infini délimité par la courbe représentative de la fonction  définie sur [1 ; par . 
[image: ]
Problème : Si un peintre recouvre ce mur d’une couche de peinture uniforme, peut-il utiliser un nombre fini de pots de peinture ?
Conjecture 1 : Répondre au problème d’après votre intuition
Pour répondre à cette question, on va imaginer, que, dans un premier temps, avant de peindre le mur en entier, il peint des rectangles sur le mur comme ci-dessous :
[image: ]
1) a) Quelle est la hauteur du premier rectangle peint ? du deuxième ? du troisième ? 
b) En déduire que la surface des rectangles peints est égale à :

(où  est un entier naturel non nul)
Cette somme est appelée la somme des inverses.
Conjecture 2 : Répondre au problème en estimant cette somme à l’aide d’un tableur
2) Pour calculer cette somme, on va regrouper les termes de cette somme en une infinité de « blocs » de la façon suivante :

a) Montrer que chaque « bloc » est supérieur à  
b) En déduire que cette somme ne peut pas être finie.
Répondre au problème

Le mur infini – version 2-
[image: ]On imagine un mur infini délimité par la courbe représentative de la fonction  définie sur [1 ; par . 





Question : Si un peintre recouvre ce mur d’une couche de peinture uniforme, peut-il utiliser un nombre fini de pots de peinture ?
Conjecture 1 : Répondre au problème d’après votre intuition
Pour répondre à cette question, on va considérer un mur construit à l’aide de rectangles ainsi que le suggère la figure ci-dessous, qui sont plus hauts que le mur d’origine.
[image: ]
1) a) Quelle est la hauteur du premier rectangle ? du deuxième ? du troisième ? 
b) En déduire que la surface des rectangles peints est égale à :

(où  est un entier naturel non nul)
Cette somme est appelée la somme des inverses des carrés.
Conjecture 2 : Répondre au problème en estimant cette somme à l’aide d’un tableur
2) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul , on a : 
b)En déduire que pour tout entier naturel non nul 
  puis que 

c) En déduire que le peintre a besoin d’un nombre fini de pots de peinture pour couvrir le mur de longueur infinie.
Répondre au problème
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Lasomme de tous les inverses n'a pas une valeur finie

Contrairement a ce que Fintuition pourrait laisser penser, la somme infinie des
inverses est de méme nature que la somme :
11111

autrement dit, il ne peut en résulter une quantité finie. Le lien entre ces deux
sommes devient apparent si I'on regroupe les termes de la somme des inverses
en blocs comme indiqué ci-dessous :

2termes 4 termes 8lermes

1T 71
M5 5o —+6+7+8+9+m+“+lz+ +l+ Hm +..
lablnsqulanvemmymlpemlslelmm,azmmelc.umérememmgmu-
pements est que la somme contenue dans chague bloc est systématiquement plus
grande que , en effet :
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14t quifont }
quifont }
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N ) quifont }

... el ainsi de suite.

Puisqu'il ya une infinité de blocs, tous supérieursa }, la somme } +3+{++..ne
peut en aucun cas étre finie. Il existe de nombreuses régles en mathématiques qui
permettent dans certains cas de décider si une somme infinie donne ou non un
résullat fini. Malgré cela, 'étude de ces sommes infinies demeure extrémement
délicate; voici deux résultats qui illustrent la difficulté du sujet. Si I'on raye un
terme sur deux de la somme infinie des inverses

11,11 111

N LT
on obtient a nouveau la somme des inverses ol chacun des termes serait divisé
par deux, et par conséquent la valeur qui en résulte demeure infinie. En revanche,
si on élimine seulement les fractions ol apparait le chiffre 9 :
11,111,111 1 3
T T B T R T
on obtient étonnamment un résultat fini.





